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摘 要

本文在柱向量函数系下
,

利用传播矩阵法求解了层状横观各向同性半空间由内部点源位

钻 引起的变形 8 对六个基本点源位错
,

以等价体力法推出了横观各向同性情形下的点源函数
,

并且给出了内部任意剪切位错源引起的地表位移的积分表达式
&

为研究地球的层状结构
,

特

别是其上部的横观各向同性对地表的地震位移
、

应变以及倾斜场的影响提供了 计算公式
&

关键凤 横观各向同性
,
层状半空间

,

弹性位错
,

传播矩阵法
&

一
9

己% 含、 、声 & 卜 」

文献〔 : 利用 + ; 33< 函数方法首先研究了半无限空间中的弹性位错问题
,

并且推导出

求解此间题所必须的六个 + ; 3 3< 函数 6分别对应六个基本点源位错7 中的一个
&

文献

〔 在 =  : 的基础上
,

对无限及半无限空间中的弹性位错问题在理论上给予了更一般的讨

论
,

并且给出了六个 + ; 3 3< 函数中的剩下五个
&

为模拟地球的垂向非均匀性
,

文献〔」利

用柱向量函数系以及传播矩阵法解析地推导 出了由内部六个基本点源位错引起的层状各

向同性半无限空间的地表位移
&

文献 => 和 = ?  则提出了一种计算文献 =  中位移表达式

的数字方法
,

并且利用此数字方法对不同的层状地球模型作过地表位移
、

应变及倾斜的计

算
&

另外
,

文献〔>: 及 = ?: 还对点源解的适用范围及其对有关地球物理学问题研究的意义

给予了较详细的讨论
。

另一方面
,

我们知道
,

地球上部 >
&

>一 ≅ Α Β 内可认为是横观各向同性的
【‘, &

因此
,

为更好地研究地球模型及地球的静态响应
,

则必须引人地球内部弹性常数的横观各向同

性
。

文献【Χ」利用传播矩阵法及 Δ ∃Ε
3
应变势法

,

在轴对称变形假定下求解 了层状横观各

向同性半空间在表载作用下的静态响应
&

很明显
,

由于基本点源位错的非轴对称性
,

此

解无法用来研究这类问题
&

文献 = 5 :则用直接的双重 Φ∃Γ
; Η3 Ι

变换法
,

对层状横观各向同

性半空间问题给予了较一般的讨论
&

但由于辅助变量的引人以及传播矩阵的元素为复数

型
,

给对实际问题的计算带来了一定的困难
,

而且文献【5: 的结果也不便直接用于处理某

些特殊类型的表载问题 =∀ ,

特别不宜用来求解六个基本点源位错引起的位移场
&

最近
,

笔

者在两组向量函数系下
,

利用传播矩阵法对层状横观各向同性半空间问题给予了一个统

一的解答帅
ϑ ,

所得结果包括 了以前学者的一些解
,

如对二维及轴对称变形问题的解 以及在

本文  ∀ 5 5 年 ? 月 日收到
&
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各向同性假定下的解
&

本文利用文献〔 ≅: 中在柱向量函数系下的结果
,

并采用类似于文献Δ: 的方法
,

求解

了层状横观各向同性半空间由内部点源位错引起的变形 8 并且对六个基本点源位错
,

利用

文献【  : 中的等价体力表达式
,

推导出横观各向同性情形下的点源函数在柱向量函数系

下的展开式
&

对地震学上感兴趣的任意剪切位错源
,

给出了可直接用于数字计算的地表

位移积分表达式
&

二
、

基 本 解

在本节
,

我 们将利用文献〔 ≅: 中柱向量函数系下的通解及传播矩阵
,

推导求解层状横

观各向同性半空间中内源问题所必须的公式
&

如图  所示
,

假定此弹性系统由 .个

平行的
、

横观各向同性的均匀层组成
&

最

下一层为均匀半空间
&

柱坐标系 6
, ,

Κ
, Ι

7

的原点位于地表面
,

并且取
万
轴为横观各

向同性的对称轴
&

第 反层的上下界面分别

位于
Λ Μ 权 9  

和
Ι 一 权 处

&

点位错源位

于第
8
层中

&

另外
,

假定层间的连续性条

件为固结
&

当无体力存在时
,

在柱坐标系下任意

层 交皆满足平衡方程

地 面

第  层

八Ν%‘ΟΟ

Ο , 一  

一 点位错源

第
了 层

第 了 层
& 目& & , 门 口Μ &

一
& & 目& &

, && & &

目
& &, & & & &&

&
& & &

& & & & & &
‘
& ‘ & &

一
& &

第 ! , 层

之Π 一

介
一  

第.一  层

均匀半空间

Θ 叮一
Μ Ρ Ρ Ρ 二二Ρ

&

月尸
口口

; 3

; 口口

Σ 旦旦丛 十 玉匕二卫丝 一 。

口价 3

口;

十 旦业旦Σ

Θ Λ ;

旦, 多 十 丝
二旦 一 。

; Θ ! 口Λ

Σ 业丝一 十
&

丝
生兰

; 口5 ≅
Σ 玉乙 Μ ≅&

图 % Π 层半空间示意图

点源位于第
, 层 中

,

它在柱坐标系下的坐标

为6。
, ≅, 介− 8 第 . 层为均匀半空间

&

,奋一 !
一

∀ # ∃

这里
, 。,

、

确
。 等为应力分量

,

它们与应变分量 ‘ , 、 。。。 等由下面的广义 % && ∋( 定律线性

相联〔, , ) ∗

口 , + , −一。, 十 ,
./ ‘( ( 0 ,

1 2 ( 二 ∗ ,

口。( 3 , #∗ ( ,

0 , ∗ 一( ( ! 十 ,
. 2 ( 二 ∗ ,

口
二 二

+ 才.2 君, ,

十 , .2 亡( ( 十 , 22 ( 二 二 ,

口 ( 二 + 4, 一5 ( ( 二 ,

叮 ∗

一 4 , 5 。尸 二 ,

‘ 。 3 / , 6 6 ( , ( 7

∀ / ∃

这里
,

城
‘一 ∀,#

,

一 ,#
∗

∃ 8 /5 城
∗ 、

,.
/ 、

,.
2 、

凡
,

和 石
5
为第及层 中的 9 个弹性常数

7

∀ / ∃式中的应变分量 :’
、 。。。 等与位移分量 ∀

“ , “。 ,

‘ ∃ 又可通过众所周知的几何

关系联系起来
,

即
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卫生 Σ
;

即
鱼竺鱼 9 塑
口; ;

口“
二

; Θ 日
’ 6 7

拟一Ο口一口
Σ

口一名万一;加一。丝Τ

。 , ,

一

器
’

·。。 一

黯
Σ 粤

, ·。二 Ρ

3 二 二

一

器
’

上述方程 6%7 一6 7即构成求解的三个基本方程
&

针对本文将要讨论的基本位错源
,

我们将以下面的柱向量函数系为基来求解
〔  Ι

Δ 6
; , 日8 又, Β 7 Υ Η

二

1 6
; , ς 8 又, 。7

,

Ω 6
8 ,

5 8 又, Β 7 Μ Ξ ; Τ Θ ! Μ Η
;

6> 7

∋6
, ,

≅ 8又 , Β 7 一 。Γ ; % 6Η
二

1 7 一

Θ !
Ι &

己1
Ρ

—
&

, Μ , Ψ

—
,

Θ ; 一 ; Θ 日
Ρ

口1
。

口1
忿; 尸石了 一 4Τ

3!

万户
·

; 《少以 口 ;

这里
,

6心
,

Η, ,

几7 为柱坐标系下的 6
; ,

−
, Ι
7 向单位矢量 8 标量 函数

、、、,了一、夕ϑ‘ΝΖ‘、
‘

‘
、

16
8 ,

5 8 又, 。7

满足 / ∃ %Β [ 。%4 Λ
方程

口 ?

口; Ο

一 ϑ 。6肠 7
。俪3Ζ 了元

, Β 一 。, 士  , 士 ,

⋯

Σ 生 日1
,

 口 ?
, 。 , 。 。

—
月一

—
—

&
针 儿一− 一 Ν 。

Θ ; ; Ο

Θ Κ Λ

方程6?7中
, ϑ ,

6又
;
7 为 , 阶 ς 3 !! 3 % 函数

&

由于向量函数系6> 7的正交性
,

满足一定连续性条件的向量 函数皆可在此系下展开
&

特别
,

我们可将第 天层中的未知位移及
“

面
”

应力向量作此展开
,

即

。6一 “
, ·

卜万∴厂
〔Ν · 6·7Δ‘一“, Σ Ν ·6·7Ω 6一“,

、少
、尸、月Ζ−]

了‘、了、Σ Ν ∋ 6。7∋6
; ,

日7 : 又Θ又
,

∗ 6
; ,
口

, Ι
7 二 外

Λ

称Σ 。3 Ι

亡。 Σ 。 Ι Ι

Η
Ι

一

万∴8
一〔丁·

6
·7Δ 6二”, Σ ∗ · 6·7Ω 6一“, Σ ∗ ·

6
·7∋6 一“, ’“‘

·

上二式中
,

为简化起见
,

向量函数系关于参变量 又
、

。 的依赖性 已略写 8 展开系数 Ν Ι 、

Γ Ω ,

Ν 、 、
∗ Ι 、

∗ Ω
及 ∗ 、 为待定函数

&

将6Χ 7和 6!7 式代人基本方程6%7 一6 7
,

并通过一些运算

后不难发现4 ≅ϑ
,

它们满足下面两组一阶微分方程

,

 

、、、33&百%ϑ%ΔΩΔΩΝΝ∗∗Ζ夕了&&&&妞、、
‘

、、、%&&%3!%Λ−

一 %

≅

≅

又Ο( , ,

Ζ ( Λ Ζ ( ” ∃

≅ ≅  Ζ (
8 8

≅ ≅ 又

又,

6(
  ( ,

一 ( 圣7 Ζ ( 、

一 ( , Ι

Ζ (
Ι , ∃

6∀ 7

% Ζ (
8 ,

欢7
·

6 ≅7
∃(

又

Ζ;、、

其中
, “ , ”表示对

二
的导数

,

即 Θ ΖΘ Ι
&

文献〔 ≅ 中已给出上述两方程组的通解
,

它们可分别表示为
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, 6。7 一 Ο 6二7)
,

6  7

,
Δ

6公 7 一 Ο
Δ

6君7)
Δ

&

6 7

这里
,

方阵函数 Ο 6幻
8 、 >
及 Ο

“

6的
⊥

即为通解矩阵
&

为本文的应用
,

我们已将其元素作

了一些变动
,

并给在附录 ( 中 8列矩阵函数 , 6的 和 ,
“

6幻 的定义分别为

, 6宕7 一 6Ν
Δ
6
二7

, 又Ν 、6。7
,
∗ Ι 6万7 Ζ又

,

∗ Ω6。77
∗ ,

,
Δ

6君7 一 6Γ
∋
6
万7

,

了、 6君7 Ζ 又7
丁 8

常列矩阵 ) 和 ) “ 的定义分别为

) 一 6才
, 丑

,

) , ] 7
∗ ,

)
“
一 6(

‘ , ς “
7

∗
&

其中
,

(
、

ς
、

)
、 ]

、

( 乙
和 ς 乙 为参变量 又

、

Β 的任意函数
&

从 6  7 和6 7式推导出的层间传播关系为叫

, _一 8

6
Λ , 一 

7 Μ Τ 、, _ 6
Λ , 7

,

6 7

,全
一 8

6
Λ 卜

,

7 Μ Τ全,全6
Λ , 7

&

6 > 7

这里
,

下标 互指明此量属于第 左层 8 气 和 毗 为传播矩阵
,

其元素可见文〔 ≅ 中的第 节

及附录 ς
&

若假定在
Ι 一 Ι , ,

处
,

基本位错源导致的位移及
“

面
”应力向量展开系数的间断如下

Ι

,
,

6
Λ , 4

7 一 ,
, 8

6
Λ , ,

7 Μ ] 、 , ’

6 ? 7

,允6
Λ , ,

7 一 ,么6
Λ ,  

7 Μ 厌
,

6 Κ 7

上二式中
] 。 Μ 6△Ν ;

,

又△Ν 忍
,

△∗到 又 ,

△∗ 劲
∗ ,

厌 一 6△Ν男
,

△ ∗ 男Ζ 又7
丁

&

这里
,

我们已在展开系数的右上角附上 。 以表示这些量与 Β 的依赖性 6下同 7
&

类似于文

献【〕
,

利用地表应力自由边界条件
、

最下层无限半空间中解的有界条件以及层间的连续

性条件
,

则可推出基本位错源作用下介质内任意点处的位移及
“

面
”

应力向量的展开系数

表达式
,

特别可得到地表位移向量的展开系数

6 Ν少6≅、一

 
‘Ν石6∃7 一

Γ器6∃7 一

上三式 中

鱼鱼二三匹遍互
Μ

丛玉卫
二三些鱼卫玉‘边望叠 一 6/

。
7

 ,

‘
,

氏
二

一 +
8 8

+>
Ι

6+
, , + 、Ι

一 + Ο。+ 。,

76/
二
7

Ι
Σ 6+ + 。, 一 + Ο飞+ 。

76/
,
7

8

+ ⊥+ 8

一 + + 。Ρ

+ 么6/蕊7 Ζ + 纽一 6/盔7
8

&

一 6/
。
7

,

6 Χ 7

+ 一 Τ 8 Τ Ο

⋯
Τ , 一 Ι

Ο ,
6

Λ , 一 8

7
,

/ , 一 Τ ,

‘⋯
Τ

‘9 8 Τ
, 8
] , ,

+ Δ 一 Τ全Τ夕⋯
Τ尝

一  

夕6
Λ , 一 Ι

7
,

/盆一 Τ 全Τ夕⋯
二红声么] 盔

&

因此
,

一旦确定 了基本位错源的间断量 ] ,
及 ] 众

,

我们便可将 6 劝 式代人 6Χ 7式以

获得这些基本源引起的地表位移场 6当然也可求得介质内任意点 处 的 位 移 及 应 力 分

量 〔,

−ϑ7
&

所以
,

我们将转向对基本位错源函数的推导
&
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三
、

点源位错函数

如上所述
,

要确定某一点源位错引起的静态位移
、

应力场
,

则必须首先确定此源在柱

向量函数系6> 7式下的位移及
“

面”
应力向量展开系数 6见 6 ? 7及 6 Κ 7式 7

&

然而
,

这是一个

相 当复杂的问题
&

文献【 >: 曾用 / Τ< !
3< 展开法

,

从无限 空间中的点源解获得过在弹性

各向同性条件下点源位错在柱向量函数系下的表达式
&

文献【 ? :则只列出了在横观各向

同性情形下点源位错在柱向量函数系下的结果
,

声称太复杂而没有给出具体推导
&

这里
,

我们将利用等价体力这一概念山
,

%Κ:
,

比较简单地来推导横观各向同性介质中点源位错 函

数在柱向量函数系下的展开式
&

不难看出
,

此法极易推广到一般情形
,

用来推导更一般的
,

各向异性弹性介质内点源位错在柱
、

球向量函数系及笛卡尔向量函数系下的展开式
&

从文献 Δ  : 可知
,

对弹性静力学问题
,

在曲面 乞上的任意位移不连续的体力等价为

、
。」
6, 7

一 ⎯∴
【一6‘, , 一, , , · ,

共
。6, 一 套7ϑ Ι 6套7

&

≅ 刀,

6 5 7

这里
,
粉 为曲面 万 上点 若处的外法向分量 8 αΗΗ

, ,

为广义 / ∃
∃Α

3
定律中的弹性常数 Ι

【“ ,
6劫 % 表示位移在 若点处通过曲面 艺的间断量

&

如果假定位错为位于点 6
, 。 ,

Κ
。 ,
勒7 处的点源型

,

且 ‘方向的位错由 〔。,  Μ △洲
_
给

出
,

则在柱坐标系下
,

上式变为

”一‘一“
, ·

,

一
△·

“一
,

一最俨业于公
“6“ 一 “。, “6

一
,

将此等价体力在柱向量函数系6> 7下展开
,

则有

β〔二 
6二“

, ·
, 一 万∴8

一 ΔΦ ·
6‘

, , , Δ 6一“, Σ Φ ·
6‘

, 。 , Ω 6一”,

Σ Φ ∋
6又

, 。7∋6
; ,

5 7:又Θ 又
&

其中
,

展开系数为

β = &  

十。

Δ
_

6
; ,

∃ 7
; Θ 8 Θ ! ,

β = & :

β = & :
·

Ω
_

6
, , 日7

8 Θ , Θ夕,

∋
_

6
; , ≅ 7

; Θ ; Θ口
&

6  7 式中
, “ _ ”表示取共扼

&

利用 5 函数的性质
,

上式可变化成

Φ Ι
6又

, Β 7

Φ ,
6又

, 。7

尸、6又
, , 7

一 Φ竺占6
Λ 一 Λ 。

7 Σ Φ生占
,

6
Λ 一

Ι 。

一 Φ孟占6
Λ 一

≅

7 Σ Φ轰占
,

6
Ι 一

一 尸加6
Ι 一

≅

7 Σ Φ灸占
,

6
Ι 一

6 ∀ 7

6 ≅ 7

6  7

6 7

尸

2
ϑ

户2ϑ−

;
%&,!3‘

户、知自2ϑ−户知上护上护
一一一一一一

、ϑ
;

、夕、、产

解加仍,,,

7比;几又武仄试<<<矛

#
=(7>
、

7

(=7#?
、

、,8、以、曰

其中
,

系数 <之
、

<先
、

<二
、

< 艺
、

<轰及 <介的表达式见附录 ≅7

为获得点源位错导致的间断量 Α 。
和 厌

,

我们还需将上节中得到的一阶微分方程

组 ∀Β ∃和 ∀ . Χ∃ 式推广到非齐次型
,

即在等价体力∀ / Χ∃ 式作用下的对应形式
7

不难证明
,

它
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们为

又, ( 8

Ζ (

≅

又 6才
 Ι
诫

,

一 (圣7Ζ (
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很 明显
,

由等价体力的展开系数6 7式右边第一项导致的在 Μ Λ 。 处的间断为
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而 由6 7式右边第二项导致的在
Λ Μ Ι 。

处的 间断
,

在利用文献 =  Χ 中的特解表达式及传
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可推得
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6 Χ 7

将横观各向同性情形下的弹性常数 αΗΗ
, ,

代人附 录 ς 中 Φ艺
、

Φ务
、

Φ务
、

Φ艺
、

Φ瓜及 Φ乡

的表达式
,

并在

达式 6略写因子

8 。一 口
。

一 ≅ 处计算这些系数
,
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所给出的间断为

标系 6
⊥ , 夕,

约
,

其中
⊥ 沿 日 Μ Ν 方向

,

8 另外
,

我们在推导上述结果时
,

已选取了固定坐

, 沿 口一 二 方向
&

6 ?7 式给出了基本点源位错引起的间断量、 注意到本文与文献〔 ?: 中柱向量函数系

的选择区别以及弹性常数间的关系
,

本文结果与文献=  ? 中所列结果是完全一致的
&

当

退化为各向同性时
,

本文结果的 。 ε 。部分为文献〔:
‘

中的对应结果的  Ζ 倍
,
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献 = 中只取柱向量函数系的 。 7 ∃ 部分所 引起的差别
&

但用本文间断量和用文献〔: 中

的间断量所得到的位移分量的最终表达式是一致的6见下节7
&

四
、

任意剪切位错源引起的地表位移

我们知道
,

地震学上最感兴趣的是剪切位错
&

如图 所示
, , 为断层面法向

,

层滑移方向 8 月为倾伏角
, 占 为倾角

&

沿 二
轴向的任意剪切位错源
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图 在笛卡尔坐标系 6
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Λ7 下的断层

及其剪切位错参数

从基本位错型的定义
‘%: 可知

,

6∀ 7 表示

的任意剪切位错源引起的位移场可表为下述

几个基本位错型引起的位移场的线性 组 合
,
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这里
,
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7 型位错源
,

或者垂直走滑源 印 Μ ≅∃
, Τ 一

6 ≅ 7

∀ ≅ 。7 引起的位移场 8
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心 表示由6
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7型位错源
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,

7一 6
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上述三式中
,

展开系数 Ν呈6。7
、

Ν乱6≅ 7 等的表达式见附录 )
&

五
、

结 语

本文利用文献Δ ≅: 中的通解及传播矩阵
,

在柱向量函数系下求解了层状横观各向同

性半空间由内部点源位错引起的变形 8并对六个基本点源位错
,

以等价体力法推出了横观

各向同性情形下的点源函数
,

它们包括了各向同性情形时的结果
&

另外
,

本文还对地震学上感兴趣的任意剪切位错源
,

推导 出了可直接用于数字计算的

地表位移积分表达式
,

为将来以实例研究地球的层状结构
,

特别是其上部的横观各向同性

对地表的地震位移
、

应变 以及倾斜场的影响打下了基础
&

感谢 本文的完成得到了抗震防护研究所水库地震组的资助 8 北京大学丁中一副教

授阅读了初稿并提出了宝贵意见
&
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